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摘 要：采用基于有限变形理论和扩散诱导应力假设的本构方程，建立了三维直角坐标下张量形式的锂离子扩

散—应力耦合模型。利用有限元法，结合断裂理论中的K准则，判定裂纹的开裂。将该模型应用到柱形电极和

球形电极上，在其中添加三维裂纹，研究应力强度因子与裂纹尺寸的关系；并结合材料的断裂韧性，得到了裂

纹开裂的临界尺寸 amin。研究发现：电极中长度超过临界尺寸的裂纹将扩展，柱形电极中沿轴向发展的裂纹将持

续扩展直至贯穿，沿径向发展的裂纹将逐渐稳定不会贯穿；球形电极中的裂纹也将逐渐稳定，贯穿与否取决于

电极尺寸。且该三维模型不仅仅限于轴对称情况，还适用于包含任意缺陷形式的颗粒电极，具有普遍意义。研

究成果可对颗粒电极内部缺陷筛查提出优化建议。
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Abstract：A lithium-ion diffusion-stress coupling model in the form of a tensor in three-dimensional

rectangular coordinates was established using the constitutive equation constructed by the finite defor‐

mation theory and the diffusion-induced stress hypothesis. Combined with the K criterion in fracture

theory，the expansion of crack is determined by using the finite element method. The model is applied

to the column electrodes and spherical electrodes，where three-dimensional cracks are added to study

the relationship between stress strength factors and crack size. Combined with the fracture toughness

of the material，the critical size of crack propagation is obtained. Cracks in the electrode that are lon‐

ger than the critical size will expand，cracks in the column electrode developing in axial direction will

continue to expand until they run through，cracks along radial development will gradually stabilize and

will not run through，and cracks in the spherical electrode will gradually stabilize，depending on the

size of the electrode. The 3D model is not limited to axis symmetry，but is suitable for particle elec‐

trodes containing any form of defect，which is of general significance，and the results can make optimi‐

zation recommendations for the screening of particle electrode internal defects.
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近年来，电动汽车行业的蓬勃发展对充电电

池的性能提出了更高的要求。在各种可充电电池

中，锂离子电池以其开路电压高、循环寿命长、

能量密度高、自放电率低、无记忆性等优点引人

注目［1］。锂离子电池在充放电过程中，锂离子进

出电极会导致电极膨胀和收缩，而产生扩散诱导

应力 （DIS，diffusion-induced stresses），简称扩散

应力。高水平的扩散应力会直接或间接地导致容

量衰减［2］，所以电极材料扩散应力的研究十分

必要。

Li［3］将扩散应力公式推广到柱形、球形和板

模型。Cui等［4-5］建立了较为完善的张量形式非弹

性有限变形理论，研究了扩散和界面化学反应之

间的相互作用，给出了应力扩散耦合的化学势。

Zhang等［6］和Ma等［7］分别对椭球和柱形颗粒电极

不同粒径的应力进行了模拟研究。彭颖吒等［8］、

Xing等［9］和 Zhong等［10］分别采用不同的力学模型

研究了杨氏模量、偏摩尔体积、扩散系数为梯度

分布的材料充放电过程内部的扩散诱导应力，得

到负梯度模型可以降低最大应力。

作为新一代锂电池的负极材料，完全锂化后

硅的体积膨胀率高达 400%［11］，这会导致电极开

裂。为了防止DIS对电极的破坏，人们进行了大量

的研究。Liu等［12］通过透射电子显微镜观察了硅

纳米颗粒在第一次锂化过程中的断裂行为，给出

颗粒表面发生开裂的临界粒度。Zhu等［13］发现，

缺陷导致不同区域的应力集中程度不同。在充放

电过程中，粒子中心的缺陷极有可能导致断裂。

Klinsmann等［14］研究了第二个半周期内充放电过程

以及二维圆形、三维轴对称球形电极的裂纹扩展

和破碎。Gao等［15］利用 J积分实现将裂纹扩展与扩

散应力耦合，讨论了塑性电极材料的裂纹扩展，

并应用到薄膜电极。詹思远等［16］研究了含有贯穿

条形裂纹两端固支的柱形电极在不同充电电流、

电极长径比、裂纹长度条件下，电极发生屈曲和

裂纹开展的情况。

目前，现有的大部分研究工作集中在薄膜电

极以及轴对称的椭球和圆柱模型。轴对称的模型

中裂纹的选取十分有限，只能设置垂直于旋转轴

的圆盘或者圆环形的裂纹，不具备代表性。对于

圆柱电极，导致电极力学失效的主要是环向拉应

力［17-18］，圆盘形裂纹尖端导致开裂的是轴向应力，

所以该裂纹不能代表圆柱电极最易破坏的形式。

本文构建了三维笛卡尔坐标系下的扩散-应力耦合

电极模型，该模型可以适用于任意形状缺陷的颗

粒电极。由于电极中央的拉应力最大，选取电极

中央位置添加三维狭窄裂纹，研究了不同尺寸的

裂纹，得到了相对应的应力强度因子，从而求得

裂纹开裂的临界尺寸。最后，根据结果对颗粒电

极内部缺陷筛查提出了优化建议。

1 理论模型

为描述电极在充放电时的变形过程，采用张

量的形式构建方程，并引入拉格朗日和欧拉两种

坐标的描述形式。拉格朗日描述表示某点的初始

坐标，欧拉描述表示该点在某时刻的真实坐标。

1. 1 力学模型

假设电极微粒中某一点初始时刻的坐标为 X
（拉格朗日描述），经历时间 t之后，由于变形与位

移坐标变为 x（欧拉描述）。则 t时刻该点的位移为

u = x - X. （1）
该点的变形梯度为

F = ∂x∂X = 1 +
∂u
∂X . （2）

本文考虑电化学反应产物对电极微粒应力的

影响，电极的总变形梯度F可分解为

F = FeFi， （3）
其中 F e 为弹性项，F i 为非弹性项。扩散项是锂离

子嵌入电极中产生变形的结果。为了方便计算，

假设该项为各向同性变形，表达式为

Fi = (Λ) 1 3 I， （4）
式中 I是单位张量；Λ是电极的扩散变形体积比，

扩散变形主要由电极内锂离子的浓度C决定，即

Λ = 1 + ΩC， （5）
其中Ω是锂离子的偏摩尔体积。

综上，总的格林-拉格朗日应变张量 E，弹性

格林-拉格朗日应变张量 Ee，非弹性格林-拉格朗

日应变张量Ei为

E = 12 (FTF - I )，
Ee = 12 [ ](Fe )TFe - I ，

Ei = 12 [ ](Fi )TFi - I . （6）
引入弹性应变能密度W. 有限变形的张量表达

式中，W可表示为

W = Λ Ee

2(1 + ν ) { ν
1 - 2ν [ tr (Ee ) ] 2 + tr (EeEe )}，（7）

其中Ee为电极的杨氏模量，ν为电极的泊松比。

通过对W求导得到第一类P-K应力σ0为
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σ0 = ∂W∂F =
∂W
∂Ee

∂Ee

∂Fe

∂Fe

∂F . （8）
把式（7）代入（8）中，结合式（3）得

σ0 = Λ Ee

2(1 + ν )
é
ë
êêêê 2ν
1 - 2ν tr (Ee ) + 2Eeù

û
úúúú F

e

Fi . （9）
由于本文研究的对象是电极内的缺陷，建立

三维直角坐标系模型。在拉格朗日描述下的任意

一点 (X，Y，Z )，经过 t时间，成为欧拉描述下的点

( x，y，z ). 可给出在三维直角坐标下的总变形张量

Fij = δij + ui，j， （10）
式中Fij是总变形F的分项。

结合式（3）、（4）、（12），可得到柱坐标下弹性

部分的变形张量

F e
ij = ( δij + ui，j ) Λ- 13 . （11）

将上述张量公式代入到公式（6）中，可得到三

维坐标中的应变张量为

Ee
ij = 12 F e

ikF e
jk - 1. （12）

然后将式（5）、（11）、（12）代入到（9）中，得到

简化后的第一类P-K应力的分量

σ0
ii = Λ1

3 Ee

(1 + ν ) ( )1 - 2ν
⋅[ ]( )1 - ν Ee

ii + ν ( )Ee
jj + Ee

kk Fii，

σ0
ij = Λ1

3 Ee

(1 + ν ) Ee
ijFij， i ≠ j， （13）

式中Λ即为扩散场对应力场的影响。

充放电过程中，锂离子的扩散速度远远小于

电极的弹性变形，因此可假设任意时刻都满足准

静态力学平衡，即第一类P-K应力σ0满足

∇σ0 = 0. （14）
以上为三维直角坐标系下的平衡方程组。

1. 2 扩散模型

拉格朗日描述下的扩散第二定律为
∂C
∂t + ∇∙J = 0， （15）

式中 J是拉格朗日描述下锂离子的扩散通量。

假定电极完全置于电解液中，对于柱形电极，

由于上下表面远小于侧面，因此假定锂离子只从

侧面嵌入到电极当中。但是由于初始缺陷的影响，

导致局部已然存在 Z方向的扩散。对于球形电极，

扩散是XYZ三个方向进行的。所以三个方向的扩

散都包含欧拉描述下的扩散通量

ji = - cDRgT
μ，i ( x，c )， （16）

其中D是锂离子在电极中的扩散系数；T为绝对温

度；Rg 为通用气体常数；μ(x，c)是驱动锂离子扩散

的化学势。c是欧拉坐标下的浓度，它与拉格朗日

坐标下的浓度C的关系为

C = c∙det (F ). （17）
根据扩散通量的性质可得拉格朗日描述下的

名义通量与欧拉描述下的真实通量的关系为

Ji = ji (FjjFkk - FjkFkj ). （18）
基于前人研究得到由多个项组成的化学势

μ ( x，c ) = μ0 + RgTlog (γc ) - Ωσm， （19）
其中化学势参考值 μ0 为常数；γ为锂离子活度系

数，本文取γ=1；σm为静水应力，且

σm = 13 σii

= 13
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úF11

det ( )F σ011 + F22
det ( )F σ022 + F33

det ( )F σ033 .
（20）

补充方程（20）中的柯西应力 σ与第一类 P-K
应力 σ0之间的关系

σ = σ0

det ( )F f ， （21）
式中 f = ∂X∂x = I -

∂u
∂x是变形梯度的倒数。

将式（19）代入（16）中，然后结合式（18）
得到拉格朗日描述下的扩散通量

Ji = -D∙(FjjFkk - FjkFkj )
Fii (c，i∙ 1

det (F )

)- C
det (F ) 2 ∙

∂det (F )
∂Xi

+ CDRgT
∙ (FjjFkk - FjkFkj )

det (F )∙Fii

Ω
∂σm∂Xi

. （22）
圆柱形电极的扩散方程由公式（15）、（20）以及

（22）构成。

1. 3 裂纹扩展准则

电极在充放电时，根据应力状态为对称的拉

应力，可认定为Ⅰ型裂纹。由于暂时未考虑塑形

变形，因而本文采用K准则来判断裂纹的扩展。取

θ=0（裂纹延长线上）的正应力 σy，计算K I .
K I = σy 2πr ， （23）

其中 r为该点到裂纹尖端的距离。求出不同位置的

应力，得到对应的K I，作K I - r/R0 直线。后推得到

与纵坐标轴的交点，即是所要求的 K I 值。将其与

断裂韧性K IC作比较，裂纹开裂扩展的条件是

K I > K IC . （24）
1. 4 边界和初始条件

首先定义初始条件，电极在初始时刻的位移
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和锂离子浓度都为零。表达式为

u (X，Y，Z，0) = 0， C (X，Y，Z，0) = 0.（25）
假设柱形电极侧面和球形电极整个表面没有

约束，为自由边界，即侧面边界的径向应力任意

时刻都为0，分别表示为

|σ0
n X2 + Y 2 = R20 = 0， |σ0n X2 + Y 2 + Z2 = R20 = 0，（26）

其中 R0为圆柱电极的半径。同时，结构对称、电

极中心没有位移，即

u (0，0，0，t ) = 0. （27）
本文采用恒压条件，即电极外侧的电解液中

锂离子浓度保持最大浓度 Cm，由于柱形电极上下

两端的面积相比侧面积可忽略，所以假定侧面保

持最大浓度；而球形电极的整个表面都为最大浓

度，可分别表示为

|C
X2 + Y 2 = R20 = Cm， |C

X2 + Y 2 + Z2 = R20 = Cm . （28）
2 数值分析与讨论

通过求解应力平衡和扩散方程（14）−（15），得

到电极锂化过程的各项结果。电极外表面锂离子

浓度恒定，而电极内锂离子浓度为 0，浓度差的存

在导致锂离子持续进入电极中。通过求解式（15），

可得模型的浓度场C和由此引起的体积变形Λ。根

据体积变形求解公式（14），得到应力场σ，进而影

响电极内的扩散通量 J，代入式（15）中重新求解。

整个过程中，需要对方程（14）和（15）不断进行求

解和迭代，从而得到电极锂化过程的瞬态解。

由于方程组的数量较多计算量巨大，且存在

原始裂纹缺陷的模型较为复杂，需要用有限元法

进行求解。本文使用 COMSOL Multiphysics有限元

软件进行求解。为了作图方便，将 t无量纲化为

τ = t D
R20
. （29）

选取具有代表性的时间点，比如：初始和稳定时

刻，以及应力最大时刻。本文电极材料为锰酸锂

材料，其物理参数如表1所示。

构建含有裂纹的柱形和球形电极，图 1是圆柱

电极中裂纹的剖面图，裂纹的长宽为 a和 b。本文

研究的裂纹为方片形 （边长 a） 和圆片形 （直径

a），模型分三类：含方片形裂纹 （方形裂纹） 的

柱形电极，含圆片形裂纹 （圆形裂纹） 的柱形电

极和含圆片形裂纹的球形电极。由于裂纹宽度远

小于裂纹长度，对计算结果影响不大，所以将裂

纹宽度设为 0. 002R0。对于圆柱电极，取其中的一

段长度进行研究，其上下两端是对称边界条件。

2. 1 柱形电极和球形电极的应力分析

分析无裂纹模型的应力状态，从而获得整个

模型的应力分布。在本节中，为了表述的形象，

将三维直角坐标系 (XYZ)转换成柱坐标系 (RΘZ)

和球坐标系 (RΘΦ)进行讨论。选取从圆心到边缘

的半径作为输出路径，提取柱形电极的浓度、径

向应力、环向应力、轴向应力。由于球形电极是

球对称的，Θ和Φ方向的应力状态相同，所以只提

取球形电极的浓度、径向应力和环向应力。为了

比较方便，将参数无量纲化。具体结果见图2。
首先，球形电极在锂化过程中浓度要高于柱

形电极。这是由于相同体积的电极，球形电极的

表面积更大，锂离子的扩散速度更快。更快的扩

散速度导致球形电极内的扩散应力也更加剧烈。

图 2（b）、（c）中，球形电极的拉应力明显大于柱形

电极。球形电极拉应力最大值为 0. 017 8Ee，是柱

形电极的 1. 6倍。在锂化过程的前半段球形电极的

径向应力都大于柱形电极，τ = 0.1之后两者的径向

应力下降到相同大小。这是由于这段时间两者锂

离子浓度都接近平稳，扩散速度很小。图 2（c）中，

锂化前期球形电极环向应力更大，球形电极内环

向应力的平衡点也更靠近边缘，球形电极边缘的

表1 LiMn2O4电极的各项物理参数［19］

Table 1 Material properties of LiMn2O4

参数

弹性模量Ee /GPa
泊松比 ν

最大Li离子浓度Cm/（mol·m-3）

扩散偏摩尔体积Ω0/（m3·mol-1）
气体常数Rg /（J·mol-1·K-1）

扩散系数D /（m2·s-1）
温度T / K

电极半径R0 / nm
断裂韧性KIC /（MPa·m1/2）

值

90
0. 25
2. 290×104
3. 497×10-6
8. 310
7. 080×10-15
300
300
0. 240

图1 含裂纹的柱形电极示意图

Fig. 1 Cylindrical electrode with cracks
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压应力明显小于柱形电极。这导致裂缝在球形电

极中更容易开裂，且不容易稳定。图 2（d）中，柱

形电极的轴向拉应力较小，持续时间比较短，在

锂化的过程中主要是压应力。因而柱形电极的轴

向应力不是电极裂纹开裂的主要因素，因重点分

析电极的环向和径向应力。而电极中心处各个方

向的应力值都是最大值，所以把裂纹设置在电极

中心处是合理的。将本文的结果与文献［4，8-10，20］对

比，曲线的趋势和数值都符合得很好。

2. 2 带有裂纹电极分析

在两种电极中分别构建长度为 0.6R0 的裂纹。

由于裂纹位于电极的中心，且应力对称分布，所

以可看作Ⅰ型裂纹。导致裂纹开裂的原因是与裂

纹垂直方向的拉应力即 σY，下面给出应力最大时

刻 τ = 0.036 时的 σY 应力云图 （无量纲化），如图 3
和图 4所示。图 3（a）中在裂纹尖端应力集中，同时

裂纹中间段应力几乎为 0，这是由于裂纹表面为自

由边界。如图 3（a）和（c）所示，球形电极中的应力

远大于柱形电极，与上文的曲线图相符。图 3（a）
和（b）中，方形裂纹的裂纹尖端应力比圆形裂纹略

大，说明有更大的应力集中，这是由于相同尺寸

的正方形比圆形面积更大。图 4（a）中裂纹尖端上

应力在水平和竖直边上都是在中间处达到最大，

裂纹尖端的应力大小如图 5所示。由于裂纹边缘应

力值理论上无穷大，选择距裂纹尖端 0.002R0 处，

其路径如图 4（a）所示，坐标为 x，应力见图 5（a）。

同时，可得该路径的应力强度因子。图 4（b）中裂

纹尖端上应力从最上方到最右方逐渐减小，应力

曲线如图 5（b）所示，路径如图 4（b）所示，坐标 α
表示角度。图 4（c）中裂纹尖端上应力是均匀分布

的，这与理论预测的相同，任意取一个位置的裂

纹尖端计算应力强度因子即可。

球形电极内的裂纹尖端 0.002R0 处应力值为 0.028 7E，应力强度因子为 0. 739 MPa·m1/2，高于

实线表示柱形电极，虚线表示球形电极。

图2 无裂纹柱形与球形电极曲线

Fig. 2 Curves of crack-free cylindrical and spherical electrodes
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柱形电极中的值。如图 5（a）所示，裂纹在边缘中

间最容易开裂，而直角处反而不容易开裂，可见

中间处应力集中更明显。另图中曲线并非对称，

右侧要高于左侧，说明裂纹沿轴向开裂的应力强

度因子更大，与图 4（a）的结果一致。这是由于圆

柱的环向应力在中心的位置更大。下文将关注裂

纹水平和竖直边的中间点和直角处。图 5（b）中，

应力和应力强度因子的值都随着角度变大而递增，

与图 4（b）一致。裂纹最上方和最右侧代表了柱形

电极中圆形裂纹应力强度因子最大值和最小值的

位置。所以下面将关注该裂纹最上方和最右侧的

点。LiMn2O4的断裂韧性 K IC 为 0. 240 MPa·m1/2，而

以上三种模型中裂纹尖端的应力强度因子都超过

了K IC。根据K准则，这一尺寸的裂纹都会开裂。

2. 3 含不同尺寸裂纹的电极分析

选取长度不同的裂纹进行模拟，分别获取所

关注点的应力强度因子，得到裂纹开裂的临界尺

寸。电极的直径为 2R0，所以选取的长度分别为

0.01R0、 0.02R0、 0.04R0、 0.1R0、 0.2R0、 0.4R0、

0.6R0、 0.8R0、 R0、 1.2R0、 1.4R0、 1.6R0、 1.7R0、

1.8R0和1.9R0。结合裂纹延长线上的应力求得应力强

度因子如图6所示，并且将断裂韧性标示在图中。

如图 6所示，球形电极内的裂纹最先开裂，临

界尺寸为 0.032R0。柱形电极内方形裂纹开裂的临

界尺寸为 0.08R0，而方形裂纹上方中心位置和侧方

几乎同时开裂。这是由于在裂纹尺寸很小时，两

个位置应力状态几乎相同。裂纹直角处的临界尺

寸为 0.46R0，这表明裂纹会在边上先开裂，开裂之

后不会保持方形，而是向圆形裂纹发展。柱形电

极内圆形裂纹的临界尺寸为 0.12R0，此时裂纹边缘

各个方向的应力强度因子相同，说明裂纹将同时

朝各个方向开裂。随着裂纹尺寸增大，裂纹上方

边缘的应力强度因子将超过侧边，裂纹将向椭圆

的形状发展。在裂纹尺寸超过 R0 时，裂纹侧边的

应力强度因子会下降，直到小于断裂韧性。此时

方形裂纹长度为 1.75R0，圆形裂纹长度为 1.82R0。

由于假设锂化过程为准静态，所以认为裂纹侧边

的断裂会终止，不会贯穿。裂纹上边的应力强度

因子会一直增加，说明裂纹一旦扩展，即会发展

为贯穿。球形电极中裂纹在 1.2R0 长度之后，应力

强度因子也会下降，但依旧会大于断裂韧性。说

明裂纹最终会贯穿，电极将裂分成两半。

根据本文的理论可推得电极内的应力与电极

半径无关。根据断裂准则中的公式（23），可知应

图3 XOZ平面的 σY云图

Fig. 3 σY cloud diagram of XOZ plane

图4 YOZ平面的 σY云图

Fig. 4 σY cloud diagram of YOZ plane
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力确定时应力强度因子跟距离的开方成正比。因

此相同尺寸比例的裂纹，电极半径越大，裂纹越

容易开裂。由于图 6中方形裂纹侧边的最大应力强

度因子为 0. 648 MPa·m1/2，将该值与断裂韧性相

比，即可得若电极半径< 0.13R0，无论裂纹尺寸多

大都不会开裂。同样，若电极半径< 0.16R0，圆形

裂纹无论尺寸多大都不会开裂。而球形电极半径

< 0.036R0 不 会 发 生 开 裂 。 若 球 形 电 极 半 径

< 0.958R0 电极中的裂纹发生开裂但不会贯穿。获

得不同电极半径下的临界尺寸与电极半径的比值，

再与电极长度相乘，可得裂纹的长度。不同电极

半径的裂纹开裂临界尺寸如图 7所示。图中，裂纹

开裂的临界尺寸随电极半径的增大而减小。

3 结 论

本文构建了扩散和应力耦合模型，并应用到

圆柱电极和球形电极上。利用有限元软件 COM⁃
SOL Multiphysics求解，得到了带有初始裂纹的应

力场；结合K准则判定裂纹是否开裂扩展，得到以

下结论：

1）在相同半径下，球形电极的应力是圆柱电

极的1. 6倍左右，球形电极更容易开裂。

2）柱形电极内的方片形裂纹会在每条边上的

中点首先开裂，逐渐发展成圆片形裂纹。圆片形

裂纹会在边缘同时开裂，随着裂纹尺寸变大，径

向的开裂减缓，轴向的开裂更加剧烈，裂纹变成

椭圆形状。

3）给定的电极半径下，可确定开裂的临界尺

寸。圆柱电极中裂纹轴向开裂一旦发生就会贯穿，

而裂纹径向开裂后不会贯穿。对于球形电极，只

有电极半径大于贯穿的临界半径，裂纹才会贯穿。

4）裂纹发生扩展的临界尺寸随电极颗粒半径

增加而减小，电极越大越容易开裂。电极尺寸小

图5 裂纹尖端的应力与应力强度因子曲线

Fig. 5 Curves of stress and stress intensity factor

at the crack tip

图6 不同尺寸裂纹的应力强度因子

Fig. 6 Stress intensity factor of different size cracks

图7 不同半径电极的裂纹临界尺寸

Fig. 7 Critical crack size of electrodes with different radius
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于临界尺寸时，无论内部裂纹的尺寸多大都不会

发生扩展。

因未考虑塑性变形对裂纹尖端的影响，伴随

着充放电循环裂纹损伤积累造成的疲劳也就无法

研究。同时，本文仅采用了恒压条件，没有考虑

恒流条件的方式。未来将引入塑形变形，并添加

损伤积累的本构模型，研究多个循环下电极裂纹

的扩展。
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